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あらまし 本論文の目的は、最大ゆう度しきい値選定法を拡張することで、ミクセルの影響を考
慮した高速な画像分類法を実現することにある。「ミクセル」とは単一画素内で複数のクラスが混
合して生じる画素のことを指すが、本論文はこのミクセルの集合が、画像ヒストグラム上に隠れた
分布 「ミクセル分布」を生成すると仮定する。そして、このミクセル分布のモーメントが解析的に
導出できるという発見を利用して、ミクセルの影響を考慮したゆう度基準の定義と、これを最大化
するアルゴリズムの定式化に基づくしきい値選定法を提案する。スキャナ読み取り画像や衛星画像
などを対象とした実験の結果、画像ヒストグラム上でミクセルの影響により生じる裾の長い平坦部
分とピーク部分に関して、提案手法はこれらをより明確に分離するようなしきい値を選定できた。
さらに速度の面でも、提案手法は従来手法に比べて顕著な高速化を達成した。
キーワード しきい値選定法・ミクセル・確率モデル・混合分布・画像分類・最ゆう法
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� 序論
濃淡画像を � 値化し対象領域と背景に分離したり、
一般に対象をある特性値に基づいて分類することは、
パターン認識の基本的な手続きの一つである ���。最
大ゆう度基準に基づくしきい値選定法はこのようなパ
ターン認識の標準的な手続きの一つであり、古くは判
別および最小 �乗基準に基づく方法 ���を始めとして、
近年も画素濃度値の量子化誤差を考慮した方法 ���や
濃度階調補正を考慮した方法 ���への拡張が続けられ
てきた。しかし従来の研究には、「画像とは実世界を
空間的に量子化した表現である」という視点が不足し
ていたと考える。そこて本論文はこの視点に着目し、
空間的な量子化の影響で生じる 「ミクセル」という存
在を考慮したしきい値選定法の開発を目的とする。
このような研究目的を掲げる背景には、著者がこれ
までに研究を進めてきた、ミクセルの確率モデルや混
合分布モデルに基づく画像分類法 ��� 	� 
�を高速化し
たいという課題がある。この画像分類法には、ミクセ
ル分布形状の数値計算や �� アルゴリズムの繰り返
し計算などの重い計算処理が含まれているため、手法
の適用範囲を広げるためにも、簡便さと高速化を追究
する必要があった。そこでまず本論文はミクセルの確
率モデルに再検討を加え、標準ミクセル分布 （後述）
のモーメントが解析的に導出可能であることを発見し
た。次にこのモーメントを活用することで、ミクセル
の影響を考慮したゆう度基準を提案し、その結果とし
て簡便かつ高速な画像分類法を実現することができた。
本論文の構成を以下に述べる。まず第 �節は本論文
の主題である 「ミクセル」や 「ミクセル分布」の概念
について簡単に説明する。次に第 �節では、標準ミク
セル分布のモーメントについては解析的に厳密解が
求まるという、本論文の中心的な成果を展開する。さ
らに第 �節では最大ゆう度しきい値選定法の考え方、
そしてミクセルの影響を考慮したゆう度基準やその最
大化アルゴリズムを提案する。第 �節は、スキャナ読
み取り画像や衛星画像などを対象に、本論文が提案す
るしきい値選定法による画像分類結果を示し、最後に
第 	節で本論文をまとめる。

� ミクセルとミクセル分布

実世界の観測に用いるセンサの解像度が有限である
ため、観測画像上の単一画素は実世界のある大きさの
領域に対応する。ゆえに単一画素内に複数のクラスが
混合したような画素が生じる場合がある。このような
画素が本論文の主題である混合画素 
����� ������ま
たはミクセル 
������である。つまりミクセルが画像
上に出現するのは、実世界を画素という単位で空間的
に量子化して表現することが原因である。ゆえに、セ
ンサの解像度が対象物のスケールに対して相対的に粗
い、リモートセンシングや医用画像の分野などで特に、
ミクセルが重要な課題として研究されている。
本論文がミクセルを定量的に分析するために用いる
道具 （確率モデル）は、極めて簡潔かつ単純化されて
いる。この道具 「ミクセルの線形モデル」は、ミクセ
ルの観測値が個 の々構成要素の値の線形和として観測
されると仮定する。例えば �クラスミクセルの場合は
以下の式で表される。

� � ��� � 
�� ���� 
��

ここで � はミクセルの観測値、�� はクラス � の確率
密度関数 ��
�� に従う確率変数，� � 
�� ��はクラス �

の面積占有率分布 �
��に従う確率変数である。式 
��

から � が従う確率分布 �
�� 、すなわち 「ミクセル
分布」が導出できる。本論文の重要な仮説とは、画像
ヒストグラム上にはこのようなミクセル分布が暗黙的
に出現している、というものである。
このミクセル分布は、正規分布などに代表される「山
型」の分布になるとは限らず、パラメータによっては
平坦な形状を示すことが定性的な特徴であると言える
（図 �参照）。それに加えて本論文では、ミクセル分布
の関数形が一般には閉じた形で求まらないにもかかわ
らず、標準ミクセル分布のモーメントについては厳密
解を導出できることを示す。この発見により、ミクセ
ル分布を定量的に特徴づけることが可能になり、これ
がやがてミクセルの影響を考慮したゆう度基準の提案
へと結び付くことになる。

� 標準ミクセル分布のモーメント

��� 標準ミクセル分布の定義

まず本論文で用いるミクセルモデルの基本的な仮定をまとめておく。まず式 
��において、各クラス 
� � �� ��

の確率密度関数は正規分布 ��
�� � 	�
��
�� �
�
� � で表されるとし、また一般性を失わず 
� � 
� とする。さらに

面積占有率分布 �
�� には、文献 �	� で提案したようにベータ関数 

���� を用いる。
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ただし � � �、� � � である。このとき、�クラスミクセル分布�
�� は次のように表すことができる �	�。
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ただし式 
��の正規分布のパラメータは以下の通りである ���。
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このミクセル分布を、本論文では 「標準ミクセル分布」と名付ける。これを具体的に書き下すと、
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となる。式 
��の形から明らかなように、この積分を解析的に解くことはできず、そのことが従来は研究の展開
に大きな障害となっていた。しかし本論文では発想を転換し、ミクセル分布のモーメントを計算してみよう。

��� 標準ミクセル分布の平均

定理 � 標準ミクセル分布 �
�� の平均 
� は、以下の式で与えられる。
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�
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�
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�� 
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証明 � ミクセル分布の平均 
�、すなわち �次モーメントを求めるためには、以下の積分が計算できればよい。
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上の式で � と � の積分順序を入れ換えると以下の式が得られる。
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ここで正規分布 	
�� �� ���� は偶関数であるため、奇数次のモーメントがゼロになるという性質を利用する。�
�
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すると式 ���の � に関する積分は以下のように得られる。�
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ここで
�
�
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�� �� ������ � �は確率密度関数の定義である。式 ����を式 ���に代入し �に関して積分すると、
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さらに式 ����の関係式を用いると、最終的に以下の結果が得られる。
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これは式 ���と等しい。 �

例 � 最も単純なケースとして、各クラスの確率密度関数がデルタ関数 Æ
� � 
��、面積占有率分布が一様分布
�
�� � � である場合を考える。この場合のミクセル分布を本論文では 「単純ミクセル分布」と呼ぶことにする。
これは �クラスミクセル分布が閉じた形で求まる数少ないケースである �	
。
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もちろんこの分布の平均は以下の式で与えられる。
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式 ����の結果は、式 ���に 
���� � 
�� �� を代入した場合 （一様分布）と一致する。ゆえに式 ���は式 ����の
拡張になっていると考えることができる。



��� 標準ミクセル分布の分散

定理 � 標準ミクセル分布 �
�� の分散 ��� は以下の式で与えられる。
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証明 � 基本的には前節の方法と同様である。分散とは平均を中心とした �次モーメントであるから、以下の式を
計算すればよい。
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ここで 
� �� 
� に注意する。今回も � と � の積分順序を入れ換え、さらに式 ���の性質を用いて � の奇数次
の項を省略すると、式 ����の � に関する積分は以下のように計算できる。�
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式 ����を式 ����に戻し、� に関する積分を行う。整理のために第 �項と第 �項に分割すると、まず第 �項は、
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次に第 �項は、
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式 ����および式 ����を合わせると式 ��	�が得られる。 �

例 � 再び式 ��
�の単純ミクセル分布を考える。この分布の分散は明らかに
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�
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である。そしてこの結果は、式 ��	�に 
��� � �
�
�� � 
�� �� および 
���� � 
�� �� を代入した場合と一致する。ゆ

えに式 ��	�は式 ����の拡張になっていると考えることができる。

例 � 次に標準ミクセル分布の特別な場合を考える。面積占有率密度を一様分布 
���� � 
�� �� とした場合、
式 ��	�は以下のように簡単な形となる。
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式 ���� と 式 ���� とを比較すると、後者に現れた第 � 項は、ミクセルに関係する各クラスのクラス内分散の
影響を表すものである。そして各クラスの分散の ��
 が標準ミクセル分布の分散に影響することがわかる。
しかしより本質的なのは第 � 項が示唆する意味である。この項は �クラスの平均間の距離という、通常の意味
でのクラス内分散とは全く異なる性格に起因するものである。さらに平均間の距離が大きくなれば、この項が標
準ミクセル分布の分散に支配的に効いてくる。この性質が標準ミクセル分布の分散の顕著な特徴である。



��� 標準ミクセル分布の高次モーメント

標準ミクセル分布の高次モーメントとして、歪度 �、および尖度 � を以下の式で計算する。
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ここで、歪度は分布の非対称性、尖度は分布のとがり方を表し�、正規分布の場合に �� � �� � �であるこ
とから、それぞれ正規分布を基準とした場合のずれの方向性を知るために活用できる。以下では煩雑な記述を避
けるため、標準ミクセル分布の高次モーメントの導出過程を省略し、結果のみをまとめることとする。

定理 � 標準ミクセル分布 �
�� の歪度 �� は以下の式で与えられる。
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定理 � 標準ミクセル分布 �
�� の尖度 �� は以下の式で与えられる。
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例 � 単純ミクセル分布の歪度および尖度は�� � �、および�� � �	��である。上の結果に単純ミクセル分布
のパラメータ 
��� � �

�
�� � 
�� ��、
���� � 
�� �� を代入すると、いずれも一致することが確認できる。

標準ミクセル分布のシミュレーション 以上に導出した理論値が正しいことを確認するため、標準ミクセル分布
をシミュレーションで生成し、その分布に対してモーメントの理論値と実験値とを比較した。図 �では、�個の
正規分布のパラメータを固定した上で、ベータ分布のパラメータを変化させた場合の標準ミクセル分布の形状の
変化を示している。特に 
��や 
��において、標準ミクセル分布の平坦な形状が顕著に現れている。これらの結
果より、いずれのケースにおいても、理論値と実験値とがほぼ一致することを確認した。
次に正規分布のパラメータを上と同一にした場合の、ベータ分布のパラメータ 
����と標準ミクセル分布の高
次モーメントとの関係を図 �
���
��に示す。網掛け部分はモーメントが負、よって網なし領域との境界付近がほ
ぼゼロの値、つまり正規分布に近い値を示す領域である。したがって図 �
��� 
��は、歪度が正規分布に近い （対
称）ものの尖度が大きく異なり、一方図 �
�� は尖度が正規分布に近いものの著しく非対称と分析できる。

� 最大ゆう度しきい値選定法

��� しきい値選定法とゆう度基準

しきい値選定法は画像のパターン認識に用いられる
伝統的な方法であり、特にゆう度基準に基づくしきい
値選定法は、その統一的な方法論のおかげで様 な々拡
張への土台としての役割を果たしている ��� �� ��。
このような最大ゆう度しきい値選定法は、画像ヒス
トグラムが混合分布モデルに従い、かつ各クラスの確
率密度関数の重なりが小さいと仮定する。そしてしき
い値ベクトル � を境界として画素集合を複数のクラス
に分割し、それぞれのしきい値ベクトルについて最ゆ
う推定値を算出することで、 ゆう度を最大化するよ

うな最適なしきい値ベクトルを探索する方法となって
いる。特に、各クラスの確率密度関数 ��
����� をす
べて正規分布と仮定するケース （混合正規分布）が最
もよく研究されており、その成果としてこれまでに以
下のようなゆう度基準が提案されている ���。
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ここで、しきい値ベクトルによって分割された各クラ
スの生起確率を ���、各クラスの分散を ���

� とし、ま
た ��� �

��

��� ��� ���
� は、クラス内分散の平均である。

��� � � は左に偏った分布、また �� � � は右に偏った分布である。また�� � � は尖った �������	
���
 分布、�� � � は平坦な
�������	
���
 分布であり、ミクセル分布の特徴的な平坦形状は �� � � に対応する。
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図 �" 標準ミクセル分布のシミュレーション。いずれも正規分布のパラメータは同一であり （図中参照）、ベー
タ分布のパラメータを 
�� 
���� � 
�� ��、
�� 
���� � 
���� ��	�、
�� 
���� � 
���� ���� と変えた。理論値と
実験値とはいずれもほぼ一致している。一方標準ミクセル分布のモーメントに関して、ベータ分布のパラメータ

����と高次モーメント 
�� ��、
�� �� との関係を示す。網掛け部分は値が負の領域である。

本論文の以下の議論では、�クラスの場合のしきい
値選定法に話題を限定する。ただし �クラスへの分類
問題とはいえ、本論文ではミクセル分布の存在を仮定
しているため、ゆう度基準を導く基礎となる混合分布
モデルにおいて、通常の �個の分布の他にもう �個の
ミクセル分布を追加して考える必要がある。またしき
い値を �個用意し、� � 
��� ��� に対して ���#� ��� を
クラス �、�������� をクラス �、���� ��� をミクセルク
ラス （クラス �）と分類する。このような仮定のもと
で、適切なゆう度基準の定義と効率的な最大化アルゴ
リズムを提案することが本論文の目標である。

��� ミクセル分布を考慮したゆう度基準

第 �$�節に述べたように、標準ミクセル分布の分散
は、�個の確率密度関数の平均間の距離という、通常の
意味でのクラス内分散とは全く異なる因子を含んでい
る。したがってミクセル分布を考慮したゆう度基準を
導くためには、ミクセル分布と正規分布の統計的性質
が根本的に異なることを認識した上で、ミクセル分布
を陽に考慮した定式化を試みるというアプローチが理
想的である。しかし、���式 
��でわかるように、ミク
セル分布は一般には積分形でしか表現できないこと、

��� 図 �でわかるように、各クラスの確率密度関数の
重なりが小さいという仮定が崩れてしまうこと、など
の事実を考えると、このように直接的なアプローチを
実現するのは困難であると考える。
そこで本論文では、新たなゆう度基準を定式化する
替わりに、混合正規分布に対して得られた式 
�	�のゆ
う度基準を近似式として流用する方法を用いる。ただ
し単なる �クラスのしきい値選定問題とは異なり、ミ
クセル分布の分散には、画像ヒストグラムの ���� ���区
間から得られる最ゆう推定値ではなく、式 
���の ���
を用いる。これは言い換えれば、各クラスの確率密度
関数の推定値を基に、その間に 「あるべき」隠された
ミクセル分布を自動的に想定する方法に相当する。

��� ゆう度基準最大化アルゴリズム

本論文で用いるアルゴリズムの概略を図 �に示す。
ここで重要となるのは、�個のしきい値を効率的に探
索するアルゴリズムである。総当たり探索は処理時間
の面で厳しく、またミクセル分布の分散が他のクラス
のパラメータに影響されるため動的計画法の適用条件
である最適性の原理も成立しない。そこで （準）最適
解を高速に探索するためのアルゴリズムを提案する。



�$ �個のしきい値 � � 
��� ��� をセットする。初期値は濃度軸上の最大値と最小値の中点付近とする。
�$クラス � とクラス � の確率密度関数のパラメータの最ゆう推定値を画像ヒストグラムから計算する。
�$クラス � の確率密度関数の分散については、式 
���に従い �の結果から自動的に計算する。 ただし
ベータ分布のパラメータ 
���� は事前に固定しておく （本論文では 
���� � 
�� ��と固定する）。

�$得られたパラメータをもとにゆう度を計算し、最急降下法などを用いてしきい値を更新する。（局所）
最大値に到達していなければ �に戻る。

図 �" ミクセル分布を考慮したしきい値選定法のアルゴリズムの概略。

まず標準ミクセル分布は必ず �個の正規分布の間に
生じることから、�個のしきい値の初期値を濃度軸上
の中心付近にセットする。そして �個のしきい値の距
離を徐 に々広げながら、最急降下法によってゆう度を
最大化する。この方法は図 �
���
��上では、対角線の
中点付近にセットした初期値から、右下方へ向けてし
きい値を更新していくアルゴリズムに相当する。
ここで注意すべき点はゆう度基準の選択である。ミ
クセル分布の分散と正規分布の分散の成因が根本的に
異なることを考えれば、式 
�	�の中でクラス内分散の
平均値を用いる基準、すなわち ��
��、�

��よりは、
各クラスごとに異なる分散を仮定する ��
��、�	 
��
を用いる方が適切であると考えられる。
ただし経験的には、図 �の初期値からスタートする
と、�	
�� 基準は局所解にトラップされやすいことが
判明している。その原因は、 ��� � ! ��� 項の影響によっ
て、�� � �� となる図 �
��の対角線付近に小さな 「谷」
が出現するためである。そこで本論文は �段階アルゴ
リズムを提案する。すなわち第 � 段に探索空間の性質
が素直な （図 �
��）��
�� 基準を用い、そこで得られ
た解を初期値として第 �段に �	
�� 基準を適用する。
以下の実験ではこの�段階アルゴリズムを用いている。

� 実験
実験 � 新聞記事を市販のスキャナ （�%&'( )*+

����）を用いて ������ で読み取り実験画像とする。
図 �
��を見ると、画像ヒストグラムは �個のピークの
間に裾の長い平坦領域が広がる形状であり、この平坦
領域がミクセルに対応していると考えられる。図 �
��

で提案手法が選定したしきい値を従来のゆう度基準の
ものと比較すると、提案手法ではピークと平坦部とを
より明確に分離できるしきい値が選定されている。そ
して図 �
��のように文字の骨格部分のみをピュアピ
クセルとして分類できれば、後続の処理においてこの
分類情報を有効に活用できよう。

実験 � より実際的な応用例として衛星画像の分類問
題への適用結果を示す。気象衛星(',, （赤外セン
サ）で観測した海上の雲の画像図 �
��に対して、提案
手法を適用した分類結果が図 �
��である。図 �
��で
は画像ヒストグラム上の �個のピークの間には裾の長
い平坦部が広がっており、�段階アルゴリズムによっ
てこの部分がミクセルに分類されている。

実行時間 実験�ではしきい値を得るのに必要な-%.

時間は約 �$�秒 
&.( .�/0� ���であった （特に最適
化はしていない）。同様の問題に �� アルゴリズムを
適用すると約 �� � ��秒を要することを考えれば、提
案手法は十分な高速化を達成したと評価できる。

� 結論
本論文はミクセルを考慮した画像分類法の高速化を
目的とし、しきい値選定法の枠組に基づく拡張手法を
提案した。ここで鍵となったのは標準ミクセル分布の
モーメントが解析的に求まるという結果であり、その
成果に基づき、ミクセルの存在を考慮したゆう度基準
の定義や、ゆう度最大化アルゴリズムを提案した。ま
た実際の画像に対してしきい値選定法を適用した結果、
提案手法が画像ヒストグラムのピークと平坦部を区別
するようなしきい値を選定すること、また従来手法に
比べると速度も十分に高速化されたことを述べた。
なお本論文では省略したものの、一方のピークがミ
クセル分布に埋もれる場合などではしきい値の選定に
失敗するケースも多い。またミクセルが画像中に存在
するか否かをゆう度基準によって自動的に判定するこ
ともできない。これらの解決は今後の課題である。
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図 �" スキャナ読み取り画像に対する最大ゆう度しきい値選定法の適用。
�� は原画像。
��は �段階アルゴリズ
ムによる分類結果の部分拡大画像 （灰色がミクセル 1 黒色が文字）。
�� は画像ヒストグラムおよび各種ゆう度基
準から得られたしきい値。
�� ��
�� 基準と 
�� �	
�� 基準の場合のしきい値とゆう度との関係。各軸はそれぞれ
しきい値 � � 
��� ���を表す。
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図 �" 衛星画像に対する最大ゆう度しきい値選定法の適用。
��は原画像。
��は �段階アルゴリズムによる分類
結果 （白：雲、黒：海、灰：ミクセル）。
��は画像ヒストグラムおよび �段階アルゴリズムで得られたしきい値。

� ベータ関数およびガンマ関数
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ベータ関数

�� ��やガンマ関数 2
��の以上の関係に基づき、一般に
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���� を求められる。
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